Der zufdllige unendliche Graph

Hier immer ungerichtete abzdhlbare Graphen ohne Schleifen.
(Wofiir zufillige Graphen? probabilistische Methode von Erdos, Anwen-

dung in Netzwerksystemen.)

Definition (Gilbert-Verteilung) Seip € [0,1],n e NU{o0}.

Sei G ein zufilliger Graph mit Ecken V' = {1,...,n} bzw. V=N
und Kanten: P(z e-ey) = p, unabhéngig fiir alle z,y € V, x # y.

Die Verteilung solcher Graphen G ~ G(n,p) heifit Gilbert- Verteilung.

Lemma Fiir p € (0,1) gilt

lim PGiNG(n,p) (Gl = GQ) =0

n—o0

d.h. zwei endliche zufillige Graphen sind asymptotisch fast sicher nicht

isomorph.
Satz/Definition (Rado-Graph) Fiir pi,ps € (0,1) gilt
PanG(oopn)(G1 = G2) =1

Bis auf eine Nullmenge liegen alle unendlichen zufélligen Graphen in
derselben Isomorphieklasse. Ein solcher Graph heif3t Rado-Graph.
(Rest des Vortrages: Beweis dieses Resultates und bemerkenswerte
FEigenschaften. Die folgende Eigenschaft ist definierend fiir den Rado-
Graph.)

Definition Ein Graph G = (V, E) erfiillt die Erweiterungseigenschaft
: <= VU, W C V endlich, disjunkt 3z € V' \ (U U W) sodass x zu allen
Ecken in U benachbart und zu allen Ecken in W nicht benachbart ist.



Lemma Fiir p € (0,1), hat G ~ G(o0, p) fast sicher die Erweiterungs-

eigenschaft.

Beweis Seien U, W C V wie oben. Eine beliebige Ecke z € V' \ (UUW)
erfiillt das Gewiinschte mit Wahrscheinlichkeit plY!(1 — p)"I > 0. Da
es unendlich viele Ecken gibt und die Kanten unabhéngig voneinander
sind, gibt es fast sicher eine Ecke z, die die gewiinschte Eigenschaft hat.
Bis jetzt nur gezeigt: Fiir feste U,V gibt es fast sicher so ein z. Da
es nur abzéhlbar viele solche Mengenpaare U, W gibt, geniigt das aber

schon. Die Vereinigung abzédhlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge.

Lemma (Universelle Eigenschaft) Ein Graph G mit Erweiterung-
seigenschaft enthélt jeden abzihlbaren Graphen G’ als induzierten Teil-
graphen.

(ein solcher Graph ist also eine Art klassifizierender Raum fiir Graphen)

Beweis: Beweis: Sei V' = {x1,x9,...} eine Abzéhlung der Ecken
von G'. Wihle 1(z1) € V beliebig. Erweiterungseigenschaft: Wéhle
rekursiv ¢ (zy) € V, sodass

Vi < k:(xy) eop(x;) < x)e01;
— 1) ist ein Graphen-Isomorphismus auf sein Bild.

Lemma Zwei abzéhlbare Graphen G, G2 mit der Erweiterungseigen-

schaft sind isomorph.

Beweis Diesmal wollen wir eine Bijektion konstruieren. Dazu ordne
in jedem Schritt der kleinsten (bzgl. einer festen Abziéhlung) noch nicht

zugeordneten Ecke von G; wie oben eine Ecke aus G zu, sodass die



bereits zugeordeten Ecken isomorphe Teilgraphen induzieren. Danach
wiederhole dies fiir GG, immer abwechselnd. Dies ergibt einen Isomor-

phismus, da jede Ecke irgendwann zugeordnet wird.

Damit ist der Satz iiber die Existenz des Rado-Graphes bewiesen. Weit-

ere Eigenschaften:

Korollar (aus dem Beweis) GRago ist ultrahomogen, d.h. jeder Iso-
morphismus von induzierten Teilgraphen lisst sich zu einem Automor-
phismus von GRaq4o fortsetzen.

Der Rado-Graph hat also eine grofie Automorphismengruppe (sogar
gleichméchtig zum Kontinuum). Dagegen gilt folgendes

Lemma

lim P, .

1
n—00 (n.3

d.h. fast alle endlichen Graphen haben triviale Automorphismengruppen.

Lemma Der Rado-Graph ist zirkulant, hat also eine Ecken-transitive

Gruppenwirkung einer zyklischen Gruppe.

Beweisskizze Wiihle eine zufillige Menge S C N, sodass P(n € S) = £
unabhingig, V =7, reey < |y — x| € S. Der entstehende Graph
ist zirkulant (Z wirkt auf V' durch Addition) und fast sicher isomorph
zum Rado-Graphen.

Korollar (aus dem Beweis) Der Rado-Graph enthélt einen Hamil-

tonpfad, dessen Translationen Isomorphismen sind, da P(1 € S) > 0.



Lemma Eine Aussage in Pridikatenlogik erster Stufe gilt genau dann
fiir den Rado-Graphen, wenn sie fiir fast alle endlichen Graphen gilt,
d.h. lim;,—00 PGNG(n,%)(G erfiillt Eigenschaft) = 1.

Solche Aussagen fiir den Rado-Graphen sind entscheidbar.

(erste Stufe bedeutet: Quantoren sind erlaubt, aber nur z.B. {iber die
Elemente der Ecken und Kantenmenge, nicht z.B. iiber alle Teilmengen

einer Menge)

Korollar Der Rado-Graph und fast alle endlichen Graphen
e haben Durchmesser 2

e sind zusammenhéingend (wegen endlichem Durchmesser)

enthalten einen festen Graphen als induzierten Teilgraphen.

haben Taillenweite 3 (da sie K3 enthalten)

sind nicht planar (da sie K5 enthalten)



